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Пусть M — субгармоническая функция с мерой Рисса νM в области D из n-мерного
комплексного евклидова пространства Cn, f — ненулевая голоморфная в D функция,
| f | ≤ exp M на D и функция f обращается в нуль на множестве Z ⊂ D. Тогда ограни-
чения на рост меры Рисса νM функции M вблизи границы области D влекут за собой
определённые ограничения на размеры или площадь/объеммножестваZ. Количествен-
ная форма исследования этого явления даётся в субгармоническом обрамлении.
Ключевые слова: голоморфная функция, нулевое множество, субгармоническая
функция, мера Рисса, мера Хаусдорфа.
Многомерные результаты об описании нулевых множеств голоморфных функ-
ций с ограничениями на рост их модуля вблизи границы ∂D области определения
D до середины 1990-х гг. содержатся в книге [1], в статьях [2]– [4], обзорах [5, 6.5], [6,
§ 6]. Так, в случае ограниченнойненулевой голоморфнойфункцииширогоизвестно,
что объем ее нулевого множества ограничен (часть классической теорема Г. М Хен-
кина –Скоды), а в случае не более степенного роста ненулевой голоморфной функ-
ции того же порядка роста (чаcть теоремы Ш. М. Даутова –Скоды). Случай целых
функциймногих переменных достаточно полно освещён в [7]– [12]. Некоторые суб-
гармонические многомерные результаты подобного типа получены относительно
недавно в [13]. Для голоморфных и субгармонических функций в областях на ком-
плекснойплоскостиCистория рассматриваемой тематики достаточно детально из-
ложена в [14]. Мы рассматриваем лишь «лёгкую часть» задачи об описании нулевых
(под)множеств голоморфных функций с заданной мажорантой: необходимые усло-
вия в виде ограниченийнарост «площади–объёма»нулевогомножества вблизи гра-
ницы области определения. Но даётся она в самой общейформе: для произвольных
областей и очень широкого круга условий как по отношению ограничений на рост
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модуля голоморфныхфункций, так и разнообразныхинтегральных ограниченийна
их нулевые множества.
Пусть D — собственная подобласть в Cn∞ :=Cn∪ {∞} одноточечная компактифак-
ция Александрова n-мерного комплексного евклидова пространства Cn. Для рас-
ширенной числовой функции v (со значениями в [−∞,+∞]), определённой вблизи
границы ∂D запись lim
∂D
v = 0 будет означать, что lim
D∋z→∂D
v(z)= 0. Пишем SbD, если
замыкание closS множества S вCn∞ содержится вD. Для меры µ ифункции v вблизи
∂D будем писать
ˆ ∂D
v dµ для
ˆ
D\S
v dµ с каким-либо борелевским подмножеством SbD,
когда важна лишь конечность (сходимость) интеграла, — аналог распространённой
записи несобственных интегралов
´∞ без указания нижнего предела интегрирова-
ния.
Через sbh(D) и Hol(D) обозначаем классы соответственно субгармонических и
голоморфных в D функций; sbh+(D) — подкласс положительных (≥ 0) функций в
sbh(D); Zero f — дивизор нулей функции f ∈ Hol(D), т. е. в определённом смысле
функция кратности корней функции f в области D.
Аналог основных финитных положительных функций теории распределений
Л. Шварца, или обобщённых функций, через которые определяется отношение по-
рядка на распределениях или мерах/зарядах, здесь предоставляет
Определение. Субгармоническую функцию v ≥ 0, определённую вблизи ∂D, при
lim
∂D
v=0 называем тестовой функцией для D вблизи ∂D, а класс всех таких функций
обозначаем через sbh+0 (∂D). Для b ∈ [0,+∞) и замкнутого в Cn∞ подмножества SbD,
т. е. при S = closS ⊂D, вводим подкласс тестовых функций
sbh+0 (D \ S;≤ b) :=
{
v ∈ sbh+(D \ S) : sup
D\S
v ≤ b, lim
∂D
v=0
}
.
Теорема 1 (индивидуальная).Пусть−∞ ̸≡M ∈ sbh(D) с мерой Рисса νM и для рас-
ширенной числовой функции w вблизи ∂D имеем
´ ∂D w dνM<+∞, 0 ̸= f ∈ Hol(D) и
| f | ≤ exp M на D ⊂ Cn∞. Тогда для любой функции v∈sbh+0 (∂D) при ограничении v ≤ w
на каком-либо борелевском множестве, на котором сосредоточена мера νM вблизи
∂D, имеет место соотношение
´ ∂D v Zdσ2n−2<+∞ для любого поддивизора Z≤Zero f .
Всюду далее предполагаем, что∅ ̸= intS ⊂ S = closS ⊂D, где intS — внутренность
множества S в Cn∞. Для функции
w : D \ S → [0,+∞], b := sup
z∈∂S
limsup
D\S∋z′→z
w(z ′)<+∞ (1)
наибольшую миноранту относительно конуса sbh0(D \ S) :=
{
v ∈ sbh(D \ S) : lim
∂D
v =
0
}
определим как функцию gm w := sup{v∈sbh0(D \ S) : v ≤ w на D \ S}. При этом
через gm∗w обозначаем полунепрерывную сверху регуляризацию функции gm w : D \
S → [0,+∞].
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Теорема 2 (индивидуальная). Пусть M ∈ sbh(D) с мерой Рисса νM , M ̸≡ −∞, w —
полунепрерывная сверху функция из (1), удовлетворяющая одному из двух условий:
(i) lim
∂D
w = 0 или (ii) D — регулярная область (для задачи Дирихле).
Пусть также
´
D\S w dνM <+∞. Если 0 ̸= f ∈Hol(D) и | f | ≤ exp M на D, то для любого
поддивизора Z≤Zero f выполнено соотношение
´
Z\S(gm
∗w)Zdσ2n−2 <+∞.
При исследовании нулевых множеств в «жестких» весовых классах голоморфных
функций с более или менее явными мажорантами M возникала необходимость и в
равномерных оценках сверху интегралов от функций тестового характера из неко-
торого класса по нулевому множеству голоморфной функции. Наиболее рельефно
такой подход реализован для равномерных пространств Бергмана и им подобных в
единичном круге [17, гл. 4], [18, §§ 5,6] и в единичном шаре [3]. Подобные оценки в
общей ситуации даёт
Теорема 3 (равномерная). Пусть z0 ∈ intS ̸=∅, M(z0) ̸= −∞ для M ∈ sbh(D) с за-
рядом Рисса νM , b ∈ [0,+∞). Тогда найдутся постоянные C > 0, не зависящая от M , и
C M , с которыми для любой ненулевой функции f ∈Hol(D) с ограничением | f | ≤ exp M
на D, а также для любой тестовой функции v∈sbh+0 (D \S;≤ b) выполнено неравенствоˆ
D\S
v Zero f dσ2n−2≤
ˆ
D\S
v dνM −C log
∣∣ f (z0)∣∣+C C M .
Теоремы 1–3 выводятся из одной общей основной теоремы, формулируемой для
δ-субгармонической мажоранты M , т. е. разности субгармонических функций. Со-
ответствующая статья с анонсированными здесь результатами направлена в печать
в 2017 г.
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THE HAUSDORFF MEASURE OF ZERO SETS OF HOLOMORPHIC FUNCTIONS
WITH RESTRICTIONS ON GROWTH
B.N. Khabibullin, Z.F. Abdullina, A.P. Rozit
Let M be a subharmonic function with the Riesz measure νM on a domain D of the n-dimensional
complex Euclidean space Cn, f a non-zero holomorphic in D. Suppose that | f | ≤ exp M on D and the
function f vanishes on the set Z⊂D. Then restrictions on the growth of the Riesz measure νM of the
function M near the boundary of the domainD entail certain restrictions on dimensions or area/volume
of the set Z. A quantitative form of research of this phenomenon is given in the subharmonic frame.
Keywords: holomorphic function, zero set, subharmonic function, Riesz measure, Hausdorff measure.
